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Evaluaión de la longitud media de aminos aleatorios enredes on ley de poteniasLuis Rodero-Merino1, Antonio Fernández1,Luis López1, Vient Cholvi2
1Laboratorio de Algoritmia Distribuida y Redes, Universidad Rey Juan CarlosEsuela Superior de Cienias Experimentales y TenologíaCampus de Móstoles (Madrid), C/ Tulipán S/N, 28933E-mail: {lrodero,anto,llopez}�gsy.es

2Departamento de Lenguajes y Sistemas InformátiosUniversitat Jaume I, Castellón, 12071E-mail: vholvi�lsi.uji.esAbstrat In this paper we introdue a model to study random walks in power-law networkswith one-hop repliation. Basially, this model gives a set of expressions that aptures how theknowledge about the network evolves as the random walk traverses the network: how manynodes have been known, either beause they or their neighbors have been visited by the randomwalk. With this, we obtain an expression that gives a good estimation of the average numberof hops needed to �nd some random peer from any other random peer. We denote this metrithe average searh length, and we deem it an be very useful to evaluate random walk basedresoure loation solutions in P2P networks.1. IntroduiónLas redes on ley de potenias (power-law ne-tworks) son aquellas en las que la distribuión delnúmero de veinos de ada nodo (i.e., su grado)umple la siguiente propiedad:
pk = k−α (1)donde pk es la probabilidad de que el grado de unnodo ualquiera elegido al azar sea k. Este tipo deredes son espeialmente interesantes porque se haobservado que varias redes del mundo real, omopor ejemplo Internet [5℄ [6℄ o Gnutella [8℄ [9℄, sonredes on ley de potenias.Varios trabajos [1℄ [7℄ han intentado desribirel omportamiento de las búsquedas en redes me-diante aminos aleatorios1, on espeial atenión alas redes on ley de potenias. Se die que una bús-queda sigue un amino aleatorio si, en ada salto,el nodo que reenvía la búsqueda elige el destino demanera aleatoria, on probabilidad uniforme, en-tre sus veinos. El interés en este meanismo debúsqueda se debe a que, en esenarios reales, pue-de darse el aso de que se posea poa informaiónaera de dónde está loalizado lo que se busa, ypor lo tanto no se dispone de reglas o heurístiasque ayuden en la deisión de ómo enaminar labúsqueda.Un ejemplo de esenario donde se ha propues-to la utilizaión de aminos aleatorios para realizarbúsquedas son las redes entre iguales (peer-to-peer,P2P). En partiular estas propuestas [13℄ [11℄ se

basan en ombinar aminos aleatorios on topolo-gías dinámias, y sus resultados pareen indiarque los aminos aleatorios pueden ser un mea-nismo muy e�iente debido a que onsumen mu-hos menos reursos que otras soluiones, omopor ejemplo las búsquedas mediante inundaión.Este artíulo intenta ontribuir en el ampode la investigaión de aminos aleatorios en redeson ley de potenias, proporionando una serie deeuaiones que modelan ómo evoluiona el ono-imiento aera de la red que se adquiere siguiendoun amino aleatorio. A partir de estas euaionesobtenemos otra expresión on la que estimar lalongitud media de las búsquedas : el número de sal-tos que, omo media, neesita una búsqueda desdeun nodo ualquiera de la red para enontrar a otronodo ualquiera de la red, siguiendo un aminoaleatorio.Nuestro estudio se entra en redes on una pe-uliaridad: ada nodo puede responder por ual-quiera de sus veinos. Es deir, basta on que elamino aleatorio visite un veino del nodo a bus-ar para terminar la búsqueda. Esta araterístiaañade di�ultad al modelo, pero en muhos asoslo hae más erano al mundo real. Por ejemplo,en una red soial, para loalizar a una personabasta on enontrar a ualquiera de sus amigos,que sabrán dónde se enuentra. Por esta razón es-ta misma propiedad también se supone en otrostrabajos [1℄. Esta partiularidad hae al modeloespeialmente interesante para apliarlo al proble-ma de las búsquedas en redes P2P, donde muhos1También llamados paseos aleatorios.



trabajos [4℄ [10℄ suponen que ada miembro de lared onoe los reursos (e.g. un �hero, un ser-viio) de sus veinos, on lo que es su�iente onvisitar a un veino del nodo que ontiene el reursobusado para saber dónde está el reurso.Este artíulo onsta de las siguiente seiones.En la seión 2 haemos un resumen de algunostrabajos de investigaión aera de aminos alea-torios, señalando las limitaiones que hemos en-ontrado en ellos. La seión 3 da algunas de�ni-iones y supuestos que usamos omo base de nues-tra propuesta. La seión 4 presenta las métriasque forman el modelo, y explia y razona las eua-iones on las que se alula el valor de ada una.Después, la seión 5 muestra los resultados de al-gunos experimentos on los que hemos intentadovalidar el modelo. Finalmente, la seión 6 da lasonlusiones y propone algunas líneas de trabajofuturo.2. Estado del arteEl mayor problema a la hora de modelar ami-nos aleatorios es que no puede asumirse que fun-ionan omo un proeso estoástio, al menos enmuhas redes reales. Esto es espeialmente iertouando la distribuión del grado no es uniforme,sino que el grado de los nodos puede tomar valoresmuy diferentes, omo por ejemplo en redes on leyde potenias.En estas redes, unos poos nodos tienen un gra-do muho mayor que el resto, on lo que son visita-dos on más probabilidad por un amino aleatorio.Así, las búsquedas tienden a `gravitar' alrededor deesos nodos de alto grado. Iniialmente, en redes enlas que ada nodo responde por sus veinos, estoes positivo. Al tener muhos veinos, los nodos demayor grado tienen un mayor onoimiento de lared y por lo tanto podrán responder on mayorprobabilidad a las búsquedas que reiben. Sin em-bargo, según avanza el amino aleatorio, la pro-babilidad de revisitar una y otra vez los mismosnodos (que no pudieron responder anteriormentea la búsqueda) ree. Y por lo tanto, la probabili-dad de éxito se redue.Además, hay otro fator a tener en uenta.Aunque el nodo sea visitado por primera vez, pue-de que algunos de sus veinos ya sean onoidospara el amino aleatorio (ellos o sus veinos yahan sido visitados). Es deir, al llegar a un nodode grado k en una red de N nodos, no se puedeestimar la probabilidad de éxito omo k/N . Di-ho de otra manera, el problema de las búsquedasmediante aminos aleatorios no puede modelarseomo el típio problema de balls and bins.Adami et.al. on�rman esto en su trabajo [1℄.Allí, proponen una serie de expresiones que in-tentan araterizar aminos aleatorios en redeson ley de potenias, apliando el formalismo delas funiones generatries [14℄ ya introduido por

Newman en [12℄ para el estudio de redes de gradoarbitrario. Al intentar analizar la longitud del a-mino medio, Adami et.al. enontraron una impor-tante divergenia entre sus prediiones y los resul-tados obtenidos por simulaión. Lo mismo ourrióon sus análisis de la obertura de la red (propor-ión de nodos onoidos por el amino aleatorio).Ellos mismos indiaron el motivo mediante otraserie de experimentos (ita traduida):�..En una red on ley de potenias,uando el 50 % de la red ha sido visita-da, el 80 % de los saltos son revisitas.Es deir, los nodos de grado alto sonrevisitados una y otra vez antes de quenodos de grado bajo sean visitados porprimera vez�En un trabajo previo, Newman et.al. [12℄ pro-ponen otra serie de expresiones para alular lalongitud del amino medio más orto entre dosnodos ualesquiera de una red on distribuión degrado arbitraria. Sin embargo, en su trabajo noinluyen simulaiones que avalen su modelo, queno tiene en uenta los problemas desritos previa-mente.Finalmente, Gkantsidis et.al. [7℄ a�rman queun amino aleatorio puede simular un muestreoaleatorio uniforme de los nodos de una red. To-mando este trabajo omo base, Bisnik et.al. [3℄proponen una expresión para estimar la longituddel amino medio de búsqueda de un reursos enuna red, en este aso sin que los nodos respon-dan por sus veinos. Para ello, asumen que si unreurso tiene popularidad p = n/N (donde n esel número de nodos que tienen el reurso y N eltamaño de la red), la probabilidad de no haberenontrado el reurso en T saldos es (1 − p)T . Esdeir, se aproximan al problema asumiendo que essimilar al de balls and bins. Sin embargo, en nues-tra opinión, parten de una interpretaión erróneadel trabajo de Gkantsidis. Es ierto que sus re-sultados pareen apoyar su modelo, pero reemosque esto se debe a los pequeños valores de T usa-dos para sus experimentos (1/100 del tamaño dela red).3. Esenario y supuestosSea G un grafo on N nodos. La distribuióndel grado es dada por pk, donde pk es la probabi-lidad de que un nodo ualquiera de la red tengagrado k. nk denota el número de nodos que tienengrado k (∑k nk = N , ∀k pk = nk/N). El gradomedio es dado por k =
∑

k kpk. De�nimos one-xión omo ada uno de los extremos de un enlae.
S es la suma de todas las onexiones de la red
S =

∑

k knk.Todos los nodos de la red tienen la misma pro-babilidad de ser el origen o destino de una bús-queda. Cada nodo puede responder por sus vei-



nos, por lo que una búsqueda habrá terminado onéxito uando se haya enontrado el nodo destinoo ualquiera de los veinos de este.La red no tiene bules (no hay enlaes one-tando a un nodo onsigo mismo) ni multienlaes(si dos nodos están onetados, es por un únioenlae).Finalmente, se asume que en la red se umplenestas dos ondiiones:La probabilidad de llegar a un nodo de gradok en un salto, PA(k) es proporional a k, y sealula mediante la siguiente expresión [1℄:
PA(k) =

knk

S
=

kpkN
∑

j jpjN
=

kpk
∑

j jpj

=
kpk

k(2)Además, todos los nodos de igual grado tie-nen la misma probabilidad de ser visitadospor el amino aleatorio. Es deir, si el aminoaleatorio visita un nodo de grado k, enton-es la probabilidad de que sea ada uno enpartiular de los nk nodos on grado k es
1/nk. Por lo tanto, la posibilidad de visitarun nodo espeí�o en un salto, si ese nodotiene grado k, es PA(k)/nk.En prinipio, estas suposiiones dependen deómo se haya onstruído la red. Sin embargo, ree-mos que son lo su�ientemente `naturales' omopara que se umplan en la mayoría de los asos.Como dato de partida para los álulos, nues-tro modelo asume que onoemos úniamente ladistribuión de grado nk∀k de la red.4. ModeloNuestro modelo se basa en una serie de métri-as que estiman ómo evoluiona el onoimientoaera de la red que se va aumulando a lo largo deun amino aleatorio. Cada métria mide, respeti-vamente, el número de nodos visitados, el númerode onexiones omprobadas y el número de nodosonoidos en ada salto del amino. Expliaremosada métria on más detalle en las siguientes se-iones.Además, estos valores serán usados para inten-tar estimar la longitud media de las búsquedas me-dida en número de saltos, l. Una búsqueda onsis-te en loalizar, partiendo desde un nodo origen ysiguiendo un amino aleatorio, a otro nodo des-tino. Tanto el nodo origen omo el nodo destinoson elegidos al azar de manera uniforme entre losmiembros de la red (diho de otro modo, todos losnodos pueden ser origen o destino de una búsquedaon igual probabilidad). La búsqueda habrá teni-do éxito uando el amino aleatorio visite el nodobusado o alguno de sus veinos (en realidad, salvoen el aso de que el nodo origen y el destino seanel mismo, las búsquedas siempre terminarán onla visita a un veino del destino).

4.1. Nodos visitadosEsta métria mide el número medio de nodosdiferentes de grado k visitados por el amino alea-torio tras efetuar l saltos. La denotamos V l
k .Reordemos que todos los nodos de la red tie-nen la misma probabilidad de ser el origen de labúsqueda, por lo tanto la probabilidad de omen-zar la búsqueda en un nodo de grado k es pk. Usa-mos l = 0 para expresar el momento iniial de labúsqueda. Así, estimamos V 0

k omo:
V 0

k = 1 · pk + 0 · (1 − pk) = pk (3)Para el primer salto, l = 1, tenemos que:
V 1

k = V 0

k +(1·PA(k)+0·(1−PA(k))) = V 0

k +PA(k)(4)A partir del primer salto, uando l > 1, de-bemos tener en uenta la probabilidad de que, alllegar a un nodo de grado k, diho nodo ya hayasido visitado antes por el amino aleatorio. Paraalular esa probabilidad, neesitamos de�nir pri-mero dos valores:
PNoVisitado(k, l). Representa la probabilidadde que, si el amino aleatorio llega a un nodode grado k en el salto l, diho nodo no hayasido ya visitado. Reordemos que el númerode nodos de grado k es nk, y el número denodos visitados en los saltos anteriores vienedado por V l−1

k . Así, una primera aproxima-ión a la probabilidad de estar revisitandoun nodo, si el nodo al que se llega tiene gra-do k, sería V l−1

k /nk. Sin embargo, V l−2

k /nkse ajusta más a la realidad, ya que el nodoal que se llegó en el salto l − 1 no puede serrevisitado en el salto l (no hay bules en lared). De esta forma, �nalmente, la probabi-lidad de que el nodo no haya sido visitadoantes se alula omo:
PNoVisitado(k, l) =

(

1 −
V l−2

k

nk

) (5)
PRetorno. Es la probabilidad de que en el sal-to l el nodo se esté moviendo `haia atrás',de vuelta al nodo del que vino en el salto
l − 1. El nodo visitado en el salto l− 1 tienegrado j on probabilidad PA(j), por lo tan-to el amino aleatorio volverá por el mismoenlae por el que vino on probabilidad 1/j.Así, de�nimos PRetorno de esta forma:

PRetorno =
∑

j

PA(j)
1

j
=

1

k
(6)Usando esas probabilidades, de�nimos V l

k para
l > 2 omo:
V l

k = V l−1

k + PA(k)PNoVisitado(1−PRetorno) (7)



Desarrollando esa expresión nos queda que:
V l

k = V l−1

k +
kpk

k

(

1 −
1

k

)

(

1 −
V l−2

k

nk

) (8)4.2. Conexiones omprobadasEsta métria representa el número medio deonexiones diferentes que han sido omprobadashasta el salto l, inlusive. Denominamos onexiónomprobada al extremo que está al otro lado deada uno de los enlaes de un nodo visitado. De-notamos a esta métria Ll.En general, si el amino aleatorio llega hastaun nodo de grado k, y el nodo no ha sido visitadoantes, entones se están omprobando k onexio-nes. Así, Ll es senillo de alular a partir de V l
k :

Ll =
∑

k

kV l
k (9)4.3. Nodos onoidosEsta métria estima el número de nodos de gra-do k diferentes que han sido onoidos durante elamino aleatorio hasta el salto l, inlusive. La de-notamos Cl

k.Para el momento iniial de la búsqueda, l = 0,tenemos que:
C0

k = pk +
∑

j

pjjPA(k) (10)En esta fórmula, el primer término pk represen-ta el nodo visitado al iniio, y el segundo suman-do representa el número de onexiones del nodoiniial que apuntan a nodos de grado k, prome-diado sobre ada posible grado que puede tenerdiho nodo iniial. Si tiene grado j, osa que sue-derá on probabilidad pj , entones, en promedio,
jPA(k) enlaes suyos apuntarán a nodos de grado
k, que pasarán a ser onoidos.Para ada salto l, V l

j − V l−1

j representa el nú-mero medio de nodos de grado j que son visitadospor primera vez en ese salto. Para alular Cl
k sólonos interesan esos nodos, ya que revisitar un nodono inrementa el número de pares onoidos.Ahora, nos �jamos en el número de onexionesque serán omprobadas por primera vez en el salto

l. Puede onsiderarse que representa el número deintentos en el salto l. Llamamos a esta métria Inl.Una primera aproximaión sería alular Inl omo:Inl = Ll
− Ll−1 =

∑

k

(V l
k − V l−1

k ) k (11)Sin embargo, para una mayor preisión, debe-mos darnos uenta de que uno de los k enlaes delnodo al que se llega apuntarán al nodo del queviene el amino aleatorio. Por lo tanto, ese enla-e no puede llevar al nodo busado ni inrementar

el número de nodos onoidos. Así, es más exatoexpresar Inl omo sigue:Inl =
∑

k

(V l
k − V l−1

k ) (k − 1) (12)Finalmente, neesitamos alular la probabili-dad de que ada enlae del nodo visitado en l apun-te a un nodo de grado k que no ha sido onoidoantes (asumiendo que el nodo visitado lo es porprimera vez, si no esa probabilidad sería 0). Esti-mamos esa probabilidad de la siguiente forma:
k(nk − Cl−1

k )

S − Ll−1
(13)La justi�aión de esta expresión es la siguien-te. La suma de onexiones de nodos de grado kno onoidos viene dada por k(nk − Cl−1

k ). Porotro lado, el número de posibles onexiones a lasque ada enlae del nodo visitado puede apuntares S − Ll−1. S es el número total de onexiones,de la que restamos aquellas onexiones ya om-probadas Ll−1. La razón de esta substraión esque el nodo visitado en el salto l no ha sido visi-tado antes, y por lo tanto ninguno de sus enlaespueden apuntar a una onexión omprobada pre-viamente. Dividiendo ambas antidades, tenemosuna aproximaión a la probabilidad que busába-mos: la probabilidad de que una de las onexiónesdel nodo visitado en el salto l apunte a un nododesonoido de grado k.Con esta probabilidad, podemos alular Cl
Komo sigue:

Cl
k = Cl−1

k +

(

k(nk − Cl−1

k )

S − Ll−1

) Inl (14)4.4. Longitud media de las búsque-dasFinalmente, usando las magnitudes anteriores,vamos a dar una expresión que estime la longitudmedia de una búsqueda en la red, l. Reordemosque una búsqueda onsiste en loalizar, partien-do desde un nodo origen y siguiendo un aminoaleatorio, a otro nodo destino, y que la búsquedahabrá tenido éxito uando se haya visitado el nodobusado o alguno de sus veinos.4.4.1. Probabilidad de éxitoLa probabilidad de enontrar el nodo busadoen ada salto viene dada por los valores Cl
k. Sea

Cl el número total de nodos onoidos en el salto
l:

Cl =
∑

k

Cl
k (15)Entones, la probabilidad de éxito en el salto

l, P lExito está de�nida por:
P lExito =

Cl
− Cl−1

N − Cl−1
(16)



Donde N−Cl−1 es el número de nodos que sonaún desonoidos en el salto l, que a su vez son losúnios posibles andidatos de ser el nodo destino, y
Cl

−Cl−1 representa el número de nodos que seránonoidos en el salto l, que puede interpretarseomo el número de intentos en ese salto. Así, laprobabilidad de éxito viene dada por la antidadde intentos dividida por el número de andidatos.4.4.2. Longitud mediaFinalmente, l es dado por la siguiente expre-sión:
l =

∞
∑

l

lP lFin (17)donde P lFin es la probabilidad de que la búsque-da sea �nalizada en el salto l. Esto es, la probabi-lidad de que la búsqueda tenga éxito en el salto l yno haya tenido éxito en los l − 1 saltos anteriores.
P lFin = P lExito l−1

∏

i=0

(1 − P iExito) (18)Usando Eq. 16 podemos reesribir P lFin omo:
P lFin =

Cl
− Cl−1

N
(19)y por lo tanto l pasaría a esribirse de la si-guiente forma:

l =
1

N

∞
∑

l

l(Cl
− Cl−1) (20)5. Resultados experimentalesPara probar la bondad de nuestro modelo enredes on ley de potenias, hemos ejeutado unaserie de experimentos, ada uno entrado en unamétria en partiular.Para ada uno de estos experimentos se ons-truyó una red diferente. Todas las redes tenían untamaño de 105 nodos. Todas, a su vez, fueron ons-truídas de la misma forma. Primero, se generó unared siguiendo el meanismo propuesto por Baraba-si [2℄. Este algoritmo parte de un pequeño núme-ro iniial de nodos n0, n0 << N . Después, se vainsertando en ada paso un nuevo nodo que esta-bleerá onexiones on los nodos ya presentes deforma preferenial : la probabilidad de formar elenlae on un nodo i, pei, es proporional a sugrado ki (pei = ki/

∑

j kj). Este meanismo ase-gura que los grados de los nodos de la red obtenidasiguen una distribuión de ley de potenias. Paranuestras redes, se partía de un número iniial de
5 nodos y se reaban 5 nuevos enlaes por adanodo añadido, de tal forma que la red resultantetenía un grado medio de k = 10 veinos por nodo.Después, de la red obtenida se extraía la distri-buión de grado, y se onstruía una nueva red me-diante el algoritmo desrito por Newman [12℄. Este

algoritmo es senillo. Iniialmente, ninguna one-xión de ningún nodo está onetada. Después, deforma iterativa, se van eligiendo al azar y de mane-ra uniforme pares de onexiones aún sin onetary se enlazan entre sí. En nuestro aso, sólo hemosintroduido la variante de que los bules y multi-enlaes son evitados. La razón de rehaer la redusando el meanismo de Newman es que este pue-de generar, on idéntia probabilidad, todas lasredes posibles on la distribuión de grado dada,algo que Barabasi no asegura.5.1. Experimento sobre el númerode nodos visitadosAquí mostramos los resultados del experimentoque trata de medir la preisión de la métria V l
k , esdeir, del número de nodos visitados en el salto l.Para ello, nos �jamos en dos valores en partiular:el número total de nodos visitados, ∑k V l

k , y elnúmero de nodos visitados de grado 10, V l
10
, enada salto l. Para obtener los resultados reales,se ejeutaron 104 aminos aleatorios sobre la red,on una longitud de 105 saltos ada uno. Despuésse aluló para ada salto l, el valor medio de losdistintos V l

k obtenidos en ada amino aleatorio.Los resultados, hasta el salto 105, se muestranen la Fig. 1 (por laridad, se muestran los resulta-dos ada 2000 saltos). La grá�a muestra que hayun buen ajuste entre los valores predihos por elmodelo y los obtenidos por la simulaión.
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Figura 1: Nodos visitados, esala log.5.2. Experimento sobre el númerode onexiones omprobadasEn este apartado nos entramos en la métria
Ll, número de onexiones distintas omprobadasen el salto l. Igual que antes, se ejeutaron 104aminos aleatorios de 105 saltos de longitud paraobtener los resultados experimentales.Los resultados pueden verse en la Fig. 2. Comoen el aso anterior, la estimaión teória da valoressimilares a los obtenidos por simulaión.
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∑
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k,y el número de nodos desonoidos de grado 10,
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10
, para ada salto l. De nuevo, los resulta-dos experimentales se alulan omo la media delos datos obtenidos de 104 aminos aleatorios de

105 saltos de longitud.La grá�a en la Fig. 3 muestra nuestros resul-tados. Una vez más, hay un buen ajuste entre losresultados predihos por el modelo y los obtenidosexperimentalmente.
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Figura 3: Nodos onoidos, esala log.A partir de los resultados se observa que elonoimiento aera de los nodos en la red au-menta rápidamente al iniio del amino aleatorio.Por ejemplo, alrededor del salto 104 ya se ono-e el 70 % de la red. Esto se debe a que los a-minos aleatorios visitan los nodos de grado altoon mayor probabilidad. Estos nodos, por su altonúmero de veinos, inrementan muho el ono-imiento aera de la red de los aminos que los

visitan por primera vez. Sin embargo, también seve en la grá�a omo según se realizan más saltossiguiendo el amino aleatorio, ada vez se ono-en menos nodos nuevos (ada salto aporta menosonoimiento). La razón son las revisitas: la ten-denia a visitar una y otra vez los mismos nodos degrado alto (llegar a un nodo ya visitado, laro está,no aumenta el onoimiento aera de la red). Es-tos resultados están de auerdo on lo observadopor Adami [1℄.5.4. Longitud del amino medioFinalmente, mostraremos los resultados de laestimaión de la longitud del amino medio l de lasbúsquedas. En este aso, se muestran los resulta-dos para redes de distintos tamaños: 104, 2,5 · 104,
5 · 104, 105, 2 · 105, 5 · 105 y 106 nodos. Todaslas redes fueron onstruídas siguiendo el meanis-mo desrito al iniio de esta seión. Sobre adared se ejeutaron 104 búsquedas. Cada búsquedaomenzaba en un nodo elegido al azar de mane-ra uniforme entre todos los miembros de la red,y tenía omo destino otro nodo elegido de la mis-ma forma. Cuando el nodo destino era onoidopor el amino aleatorio (un veino era visitado),la búsqueda se daba por �nalizada y se anotaba elnúmero total de saltos realizados.En la Fig. 4 mostramos los resultados de losexperimentos junto on las estimaiones obtenidasusando Eq. 20.
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